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Remarques sur les équations de Dynamique et sur le 
mouvement tautochrone. 

Pae M. Michel Petrovitoh à Belgrade (Serbie). 



Le problème général du mouvement d'un point mobile, des coordonnées 
£ , v\, Ç soumis à des liaisons et à l'action des forces, dont la résultante, ainsi que 
les liaisons, dépend algébriquement de la position du point mobile, des compo- 
santes de la vitesse et pouvant varier explicitement avec le temps d'une manière 
quelconque, peut se ramener toujours, en posant 

*-it' n -y ^-" 

à l'intégration de trois équations simultanées du second ordre 
*i. s /dx\ M /dy\ u /dz\ n /d % x\ ki 

2^(o«vv U; W kdj) Kdw) = ' 

i = l 

v"i f,\ v- »»«>( dx Y( d yY( â *Y(*yY-* 

2*Mt)*y m ^ n, Kdt) Kdt) \dt) Kd?) ~ 0, 



t=i 



oùyi, <p it 4>i sont des fonctions données de t, et les exposants 

7 4 , m u n t , l'i, m{, ni, .... , 

des entiers positifs ou nuls. 

Formons les 4 (s + s' + s") nombres entiers et positifs suivants 
cLt =lt +% +k u 

I TUT — 



Mi = m i + ( i i , 
N =n { +v t , 
P ( =\ +2k ( + ( i i + v i , 



- ^= 1, 2 s, 
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► i = 1 , 2 , 



» = 1, 2, 



fi»' = ? + A e ' + *,', 
Jf/ = m i ' + ^, 
N! = n' i +vi, 
Pl=Zi +Skl + !4 + vi,J 

-Ll' = l!> +M'+W, 

et au moyen d'eux les 

Sss's" (s — 1) (s' — 1) (g" — 1) 
8 
quotients de déterminants suivants 
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A 3 (a,/?, a',(3',a»,p») = 
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A. à (a,(3,a',P',a",(3») = 



obtenus de la manière suivante. En laissant fixes les indices a', /?', a", (3" on fait 
varier l'ensemble de deux indices a, /?, en les remplapant successivement par 
toutes les combinaisons deux à deux, sans répétition, de s indices figurant dans la 



première des équations (1). Dans chacun de 



•(— 1) 



déterminants ainsi obtenus 
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on laisse fixes les indices a, fi, a", fi" et l'on fait varier l'ensemble de deux 
indices (a', fi'), en le remplaçant par toutes; les combinaisons deux à deux de 
s' indices figurant dans la seconde des équations (1). Enfin, dans chacun 

des ^ — '- . — ^ — - — - déterminants ainsi obtenus, on laisse fixes les indices 

a, fi , a', fi' et l'on fait varier l'ensemble (a", fi") , en le remplapant successive- 
ment par toutes les combinaisons deux à deux de s" indices qui figurent dans la 
troisième des équations (1). 

Appelons, pour abréger, le groupe (A,, A 3 , A 3 ) l'ensemble de trois nombres 
commensurables A 1? A 2 , A 3 définis précédemment et correspondant tous les trois 
à même ensemble d'indices (a, fi, a', fi', a", fi"). Le nombre de tels groupes 
sera, d'après leur formation, égal à 

s (s — 1) s'js'—l) s" (s" — 1) _ ss's" (s — l)(y— l)(s" — 1) 
2*2*2 8 

Distinguons, parmi tous ces groupes, ceux qui satisfont à cette double con- 
dition 

1°. Chacun des trois termes A lt A 2 , A 3 , dont il se compose, est négatif ou 
se présente sous la forme #. 

2°. Chacune des s + s 1 -\- s" — 6 expressions suivantes 

(L K - L a ) A, + (M K - M a ) A 2 + (N.-N a ) A 3 - (P. - P.), 
(U-L' a ) A^iX-Mi) Az + W-NL) A 3 -(P' K - P' a ), 
(L'J- L'J) A, + [M'J- MJ) A 2 + (N'J- K') A 3 - (Pi 1 - P'J) , 

est positive ou nulle, ces expressions étant formées de la manière suivante : dans 
la première on donne à k toutes les valeurs entières de 1 à s sauf a et fi ; dans la 
seconde on donne â h toutes les valeurs entières de 1 à s' sauf a' et fi'; dans la 
troisième on lui donne toutes les valeurs entières de 1 à s" sauf a" et fi". 

La recherche des groupes satisfaisant à ces conditions, et que j'appellerai, 
pour abréger le langage: groupes remarquables (A lf A 2 , A 3 ), peut s'effectuer 
toujours sur les équations (l) elles-mêmes, et l'on peut les considérer comme 
donnés à l'avance. On pourrait, d'ailleurs, se servir, pour leur définition, d'une 
locution géométrique, généralisant celle qu'on emploie dans le procédé connu de 
Newton, dans l'étude des courbes algébriques au voisinage d'un point singulier. 
Il peut aussi arriver que les équations (1) n'admettent aucun groupe remarquable 
(A 1( A 2 , A 3 ). 
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Ceci posé, supposons les équations (1) du mouvement intégrées ; on aura 
x, y, z, et par suite £, 97, £ en fonction du temps t et de six constantes d'intégra- 
tion, pour lesquelles on peut prendre : les trois coordonnées définissant la posi- 
tion initiale du mobile et les trois composantes de la vitesse initiale. 

Soit t = tx la valeur du temps employé par le mobile pour aller de la position 
initiale à l'origine des coordonnées 5 cette valeur dépendra généralement des 
conditions initiales et varie avec elles, sauf les cas remarquables du tauto- 
chronisme du mouvement par rapport à l'origine. 

Les valeurs telles que t = ^ , sont racines communes à trois équations £ = , 
r/ = 0, £ = 0, et par conséquent, ce sont les infinis communs à x, y, z. Mais 
ces infinis peuvent être 

(a) pôles de x, y, z, c'est-à-dire, points ordinaires de £, ri, £; 

(b) points critiques algébriques de x, y, z, et par suite aussi de £, ri, £; 

(c) singularités transcendantes de x, y, z et de £, ri, £, points critiques 
logarithmiques, points essentiels, etc. 

Je me propose de démontrer le théorème suivant : 

Toutes les fois que les équations (1) du mouvement n'admettent aucun groupe 
remarquable (A 1( A 2 , A 3 ), Vune ou X autre des conditions suivantes est certainement 
remplie : 

1° ou bien les valeurs telles que t = £ x sont singularités transcendantes de 
£, ri, £, variant avec les données initiales; 

2° ou bien le mouvement est tautochrone par rapport a l'origine des coordonnées, 
c'est-à-dire, le temps employé par le mobile pour aller d'un point quelconque h l'origine, 
ne varie pas avec les données initiales. 

Pour démontrer le théorème, remarquons que si t=-ty était une singularité 
algébrique de x, y, z, on aurait au voisinage de cette valeur 

z = (t-t 1 y>v(t), 

où F, <É>, f sont fonctions de t et des constantes d'intégration, restant finies et 
différentes de zéro au voisinage immédiat de t = t lt et r 1( r it r 3 étant des con- 
stantes négatives. Les équations (1) deviennent alors 
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2 fi (t)(t — h) Ltri + mr '+ Nir >- p > \r x F + (t — tj) F'Ylr^ + (t — tj) &]"< 

i=1 X [r,q» + (t - tj) tp']*.^ (r a - 1) P+ 2ri (t - ^) P' + (t — ttfF"^ = , 

i = s' 

2*i(0(«-«i) i ' ri+Jfir,+ * ir '- pf [^+ (*-*) PT'C^ + ^-^W' K2) 

''^ X [r 3 *P + (t — ^) *']^[r 3 (r 2 -1) <D+ 2r 2 (* — t,) &+(t- tJf&'Y 1 = , 

£^ (*)(< - *0*' , ' ,+ Jrt '" + *ï' r '- pf ' [r^+ (* - *"]*•[>»<& + (* — #]"< 

' =1 X [r,<P + (* - *'] '«[r g (r,-l)«P + 2r 3 (< - *0 <P' + (* - O 2 <P"] 1 *' = • 

Je dis d'abord que s'il n'existe aucun groupe remarquable (A lf A 3 , A 3 ), 
parmi les trois équations (2) il y en a au moins une dans laquelle le terme ayant le 
plus petit exposant de (t — tj) est unique. 

En effet, supposons que dans chacune des équations (2) il y a deux ou plu- 
sieurs termes ayant les exposants de (t — tj) égaux entre eux et plus petits que 
tous les autres dans la même équation; soient a, (3 les indices des ces deux 
termes dans la première des équations (2) ; a', fl' ceux de la seconde et a", j3" 
ceux de la troisième. On aurait d'abord 

L a r x +M a r t + N a r 3 — P a = Lfr + M,r 2 + N p r B - P„ 
L' a , ri + Mfa + NJr 3 - P', = Lfa + M',,r, + N>.r 3 - P' p ., 
L'M + MJ,r 2 + NJ„r 3 - P'J, = L'fa + M'J,,r, + N'>,r 3 - P'J,, 

d'où l'on tire 

r 1 = A 1 (o,/8 f a' fi 3',a" l /3") > ") 

r 2 = A,(a,(3, a',/3', a", P"),V (3) 

r 3 = A 3 (a,(3,a>,(3',a'i,P"),) 

Aj , A 2 , A 3 étant définis précédemment. 

Ensuite il faut que dans la première des équations (2) aucun exposant de 
(t — tj) ne soit plus petit que celui correspondant à l'indice a ; que dans la 
seconde aucun exposant ne soit plus petit que celui correspondant à l'indice a', 
et enfin, que dans la troisième aucun ne soit plus petit que celui correspondant à 
l'indice a". Il faut donc que 

(L K -L a ) ri +{M K — M a )r, +(N K - NJ) r 3 - (P. - P.) > j 

(U -U)n + (M' K -ML)r t +(N> -N'J)r 3 -{P' K ~P' a )>Q, \ (4) 

(L'J — L'J) r x + (M'J — M'J) r 2 + (N'J — NU) r t —{P'J - P'J) > J 

lorsqu'on y remplace r lt r a , r 3 par leurs valeurs (3) et lorsqu'on donne à h: dans 
la première des expressions (4), toutes les valeurs entières de 1 à s sauf a, (3; 
19 
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dans la seconde toutes les valeurs entières de 1 à s' sauf a', fi', et enfin dans la 
troisième toutes les valeurs entières de 1 à s" sauf a", fi". 

Or, les constantes r lt r it r 3 étant négatives, les égalités (3) et les inégalités 
(4) montrent que le groupe (A l7 A 2 ,A 3 ), correspondant à l'ensemble d'indices 
(a, fi, a', fi', a", fi") devrait être un groupe remarquable. Si donc les équations 
(1) du mouvement n'admettent aucun groupe pareil, ainsi qu'on l'a supposé, 
parmi les trois équations (2) il y en a au moins une dans laquelle le terme ayant le 
plus petit exposant de (t — ^) est unique. Supposons que cela soit la première 
des équations (2) [le raisonnement serait le même avec l'une quelconque d'elles], 
et que le terme à plus petit exposant de (t — t x ) corresponde à l'indice h. On 
voit facilement que dans le voisinage immédiat de t = ^ le premier membre de 
l'équation peut se mettre sous la forme 

(«_^)i«ri+*n+j«r.-p« [Aj K (t) f (ty* +k *<t>(ty*y (ty* + (t—t 1 )&] (5) 

où A K = ri" + K (r t — 1 f K r%« r v 3 « 

et étant un polynôme en (t — t{), F, F', F", <I>, $■', f, *P' et en tous les/,(«) 
sauf /, (t) . 

Mais l'expression (5) doit être identiquement nulle pour t = ^ et pour une 
valeur quelconque de t dans le voisinage de t = t lt car cette expression est le 
résultat de substitution dans le premier membre de la première équation (1) de 
x, y, z par des intégrales générales des ces équations. 

D'après cela, pour une valeur quelconque de t au voisinage de t = ^ et aussi 
pour t = tx on aura identiquement 

AJ K (t) F(tf* + h *<f> (t)»* * (t)*' + (t — t 1 )Q=0. 

Or, pour t=t x les fonctions F, <ï>, *P restent finies et différentes de zéro; donc si 
aucune des fonctions f t (t) , qui figurent dans 0, ne devient infinie pour t = t 1 , on 
aura 

AJ K fa) Ffay«+ k * <Ê> (*)*« <P fa) v * = 

et comme F fa), ®fa), Wfa) ne sont pas nuls, il faut que 

Âfa)=o, 

à moins qu'une des fonctions /{(t) ne devienne infinie pour t=t 1 . En tous cas 
la valeur t = t l est soit une racine de l'équation f K (if) = , soit 'un infini d'une 
quelconque des fonctions /• (t) , autre que f K (t) . 
Donc tx ne varie pas avec les données initiales. 
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On déduit, en même temps, de ce qui précède, le résultat suivant. 

Toutes les fois que les valeurs de t, représentant le temps employé par le 
mobile pour aller d'une position initiale à l'origine des coordonnées, varient avec 
les données initiales, l'une ou l'autre des conditions suivantes sera certainement 
remplie : 

1° ou bien ces valeurs de t sont des singularités transcendantes mobiles des 
coordonnées £, vj, Ç du point mobile ; 

2° ou bien les équations (1) admettent au moins un groupe remarquable 
(A lf A 2 , A 3 ), et alors ces valeurs de t sont des zéros communs à £, vj, Ç, d'un 
ordre infinitésimal égal aux termes respectifs d'un de ces groupes, ne se présen- 
tant pas sous la forme |, changés de signe. 

Il s'en suit aussi la conséquence suivante : 

Toutes les fois que les équations du mouvement (1) n'admettent aucun 
groupe remarquable, et qu'elles s'intégrent par des fonctions uniformes du temps 
sans points essentiels mobiles, ou par des fonctions algébriques du temps, ou par 
des fonctions algébriques d'autres fonctions uniformes sans points essentiels, le 
mouvement est tautochrone par rapport à l'origine des coordonnées. 

2. Nous avons examiné jusqu'à présent les cas où les équations (1) n'admet- 
tent pas de groupes remarquables. Supposons maintenant qu'elles en admettent, 
mais que dans aucun des tels groupes il n'y a de termes A lt A 2 , A 3 plus petits que 
2 en valeur absolue ou ayant la forme f . Désignons par 

(% dv_ dÇ_ <P£\ 
dt ' dt ' dt ' df'J 

d% dyj dÇ a"Y] 
dt dt ' dt 

d% dyj dÇ 
dt ' dt 






S, 



o, 



n, 



dt, d%\ 
dt ' dfJ 



dh 
dt 



0, 



o, 



(6) 



les transformées en £, vj, £ des équations (1), mises sous forme de polynômes en 
if, vj, £ et leurs dérivées; ensuite par 



a /. d£_ dyj_ dZ^ d?£\ 

l \ dt ' dt ' dt ' dt)' 

(t EL EL dÇ cty}\ 

2 V' dt ' dt ' dt ' dt)' 

a ( '. d£_ dn_ o% d%\ 

3 V' dt ' dt ' dt ' dt)' 



(7) 
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les ensembles de termes dans les polynômes %y, % % , % z indépendants de £, ri, Ç, et 
supposons que, t variant de t= t' jusqu'à t = t", les trois équations 

^ = 0, 2 = O, 3 = O 

ne soient satisfaites pour aucun système de valeurs réelles de 

dÇ_ èn_ dÇ_ d% dfy d^, 
dt ' dt ' dt ' dt" ' df ' dt ' 

Désignons, comme précédemment, par t = t x le temps employé par le mobile 
pour arriver à l'origine des coordonnées. Je dis que 

V ou bien t= t x est une singularité transcendante mobile de £,• rj , Ç ; 

2° ou bien on a le résultat suivant : le mobile, quelles que soient les conditions 
initiales, ne peut arriver a l 'origine dans un intervalle de temps (0, t-j), plus petit que 
l'intervalle (0 , t") et plus grand que l'intervalle (0 , tf) , que si la valeur t = t x ne varie 
pas avec les données initiales et rend infinie au moins l'une des fonctions explicites 
du temps figurant dans les équations (6). 

Car, si la valeur t = t x n'est pas une singularité transcendante de £, ri, £, et 
si elle varie avec les données initiales, on aura dans son voisinage 

x=(t-t i y>F(t), 

y^^-t^^Çt), 

z^it — t^^it), 

où F, <ï>, f sont des fonctions finies et différentes de zéro pour t — t lt et où 

r lt r % , r s sont des constantes négatives, égales — en vertu de la proposition du 

numéro précédent — aux termes d'un groupe remarquable des équations (1), et par 

suite plus petits en valeur absolue que 2. Il s'en suit que les dérivées premières 

et secondes de £, ri, t, seront finies pour t = tx et leurs valeurs pour t = t x seront 

liées par les trois équations 

1 = O, d,= 0, 6 3 — 0. (8) 

Or, ces équations ne donnent pas pour les composantes de vitesse et de l'accélé- 
ration de valeurs réelles, ce qui montre que le mobile ne peut pas passer par 
l'origine à une époque t=t 1 telle qu'on ait t' <C h <C #', à moins que la valeur 
t = ti ne rende infinie l'une des fonctions explicites de t figurant dans % u £ 2 , % s , 
dans quel cas i\ est fixe et les équations (6) peuvent ne pas se réduire aux équa- 
tions (8). 
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On en tire le corollaire suivant : 

Les conditions précédentes étant supposées remplies et aucune fonction 
explicite de t, figurant dans les équations (6) ne devenant infinie pour des valeurs 
de t comprises entre t' et t", toutes les fois que les coordonnées du point s'ex- 
priment par des fonctions uniformes du temps sans points essentiels "mobiles, ou 
par des fonctions algébriques du temps, ou par des fonctions algébriques d'autres 
fonctions uniformes de t, le mobile, quelles que soient les conditions initiales, 
ne peut pas arriver à l'origine des coordonnées dans un intervalle de temps plus 
petit que tf' — t', le temps t = t' étant pris comme origine de temps. 

Ajoutons encore la remarque suivante, relative aux cas, où les équations du 
mouvement (1) s'intègrent par des fonctions uniformes du temps, sans points 
essentiels mobiles. 

Soit (t', t") un intervalle de temps tel que, t variant de t' jusqu'à t" chacune 

des quantités —$- , —~ , -j- , définies comme racines des trois équations (8), soit 
u dt dt dt 

réelle [si l'une d'elles n'était pas réelle, le mobile, d'après ce qui précède, ne pas- 
serait pas par l'origine dans l'intervalle de temps considéré] et garde constamment 
un même signe. 

Si t variant de t' à t" h mobile ne s'éloigne pas indéfiniment de l'origine (reste 
constamment h distance finie à l'origine), il ne pourra, quelles que soient les conditions 
initiales, passer plus d'une fois par l'origine pendant cet intervalle de temps. 

Car si t = a et t = fi étaient deux époques consécutives du passage du 
mobile par l'origine, comprises dans l'intervalle (t', t") , les trois produits 

<%(q) dgpg) drija) d n {P) dÇ (a) <%(£) 
dt dt ' dt dt ' dt dt ' 

devraient, d'après le théorème de Rolle, être négatifs, à moins que %, vj, Ç ne 
deviennent infinis pour une valeur de t comprises dans l'intervalle (t', t") . Mais 
ces produits ne peuvent être négatifs, puisque les équations (8) donnent pour 

chacune des dérivées —$- , —£- , —^-. les résultats de même signe dans tout l'éten- 

dt dt dt 

due de l'intervalle (t 1 , t"). 

Dans certains cas généraux on peut affirmer que le mobile reste constam- 
ment à distance finie à l'origine. Il en sera p. ex. ainsi toutes les fois que les 
équations (6) n'admettent aucun groupe remarquable. 
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Enfin, sans faire aucune hypothèse sur les équations du mouvement et sur 
la nature analytique des fonctions, par lesquelles elles s'intègrent, on peut faire 
la remarque suivante. 

Faisons dans ces équations 

%=zx' + a, y,=zy< + b, £ = a' + o. 

S'il est possible de choisir les constantes a, b, c de manière que dans les 
trois équations en x', y', z' et leurs dérivées, ainsi obtenues, les ensembles de 
termes indépendants de x', y', z' ne soient satisfaits car aucun système de 

valeurs réelles de 

dx' dy 1 dz' d?x_ cPy dh 
HT ' ~dj ' ~dF ' W ' ~dF '* dt z ' 

le mobile ne peut arriver à la position £ = a, v\ = b, £ = c avec une vitesse et 
une accélération finies qu'au bout d'un certain temps, qui ne varie pas avec les 
conditions initiales. Et si le temps ne figure pas explicitement dans les équa- 
tions, le mobile ne passera jamais par ce point avec une vitesse et une accélération 
finies. 



